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Exercice 1. Justifier 'existence et calculer les dérivées partielles secondes des fonctions suivantes :

fl,y) =2y meNneN et g(z,y) =log /a2 +2y2.

Exercice 2. Déterminer un développement limité & l'ordre 4 au voisinage de (0,0) de I'application
de R? dans R qui & (x,y) associe f(x,y) = sinzsiny. En déduire les dérivées partielles de f jusqu’a
I'ordre 4.

zy(z® —y?)
2?2 + y?
1. Indiquer les relations entre les dérivées partielles d’ordre 2, puis les calculer.

Exercice 3. Soit la fonction définie par f(z,y) = ,si (x,y) # (0,0), et 0, sinon.
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Exercice 4. 1. Soit F(z,y) = g(fi(z,y), fo(z,y)) ou g, f1, f> sont des fonctions de R?* dans R
admettant des dérivées partielles. Exprimer les dérivées partielles de F' en fonctions de celles

de g:flafZ-

2. Soit f(z,y) une fonction de R* dans R™ et f(r,8) son expression en coordonnées polaires.
Donner les dérivées partielles de f en fonction de celles de f.

3. Retrouver le résultat précédent en utilisant le fait que f = fopavec p(r,0) = (rcosf,rsind)
et en écrivant le lien entre les matrices jacobiennes de f, f et p (exercice 7 du TD3).

4. Calculer avec cette méthode les dérivées partielles de f(x,y) = ( R y2>.

Varty?

Exercice 5. Soit U un ouvert de R™. Pour toute application f définie de U dans R de classe G2, on
définit le laplacien de f par

On dit que f est harmonique si Af = 0.

1. Calculer le laplacien de lapplication f(z1, z2,x3) = \/23 + 23 + 3.
2. Montrer que 'applications suivante est harmonique :

1

fx , Lo, X3) =
(21 ) Vvt + i+ a3




3. Soit r la fonction qui & (w1, x9, x3) associe r(x1, T2, x3) = /@3 + 2% + 23 et f une fonction de
classe €2 de R dans R. On pose F' = f o h. Etablir une relation entre le laplacien de F et les
dérivées de f. Retrouver le résultat de la question 2.

Exercice 6. Soit f une application de RP dans R homogéne de degré n admettant des dérivées
partielles secondes. Montrer que

-1 RP.
Z T ——— 83: ;1;] =n(n—1)f(x), Vre

3,j=1

Exercice 7. Soit f et g deux fonctions de R dans R de classe C2. On considére I'application F' qui
,O*F  O*F
a (z,y) associe F(z,y) = f(z — ay) + g(z + ay). Montrer que a* o o

Exercice 8. Soient deux applications f: U — R et g : V — R™, définies sur un ouvert U de R? et
un ouvert V' de R? tel que f(U) C V. On considére I'application h = g o f sur U. Montrer que

H, ='VfHynVf+"'Vg(f)H

ou Vy et Hy sont le gradient et la matrice Hessienne de f.

Exercice 9. Soit E, F' et G des espaces vectoriels normés et f une application bilinéaire continue
de F x F dans GG. Montrer que f est de classe € et calculer ses dérivées partielles successives.

Exercice 10. Soit une application f différentiable sur un ouvert connexe U et & valeurs dans un
espace vectoriel normé F'. Soient a et b deux points distincts de U. Montrer qu'il existe § dans ]0, 1]

tel que f(b) - f(a) = dfa+0(bfa) (b - a)'

Exercice 11. Soient f et g deux applications de classe C" définies sur R? et a valeurs dans R.
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Calculer en fonction des dérivées partielles de f et g.



